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Chapitre 1

Droite numérique, fonctions a valeurs
réelles

1.1 Exercice 1

1.1.1 Enoncé

Trouver toutes les applications f: R — R telles que :

VzeR, 2f () + f(-z) =32 +2+3 .

1.1.2 Solution

Nous allons raisonner par analyse-synthése. Nous allons dans un premier temps prendre une application
f respectant la propriété décrite ci-dessus et un x € R afin d’obtenir des conditions nécessaires. Ainsi,

nous avons :
2f (x) + f(-z) =3z +x +3,

en prenant —x € R,

2f (z) + f(z) =3z* -z +3 .
Prenons deux fois la premiére équation et soustrayons cette derniére par la seconde :
4f (x)+2f (~x) - 2f (~2) - f(x) =62 + 22 +6 -3z + 2 -3
—3f(z)=32%+32+3 <= f(x)=a?+x+1.
Nous allons maintenant voir si nos conditions nécessaires sont également des conditions suffisantes :
2f (x) + f(~z) =22 +22+2+2° —z+1=3z"+2+3 .

Ainsi, il y a une unique application qui convient :

R — R
r{

r — f(x)=2+z+1



1.2 Exercice 2

1.2.1 Enoncé

Trouver toutes les applications f: R* — R telles que :
* 1 2
vV xeR", f(x)+3f(f):9: .
T

1.2.2 Solution

Nous allons raisonner par analyse-synthése. Nous allons dans un premier temps prendre une application
f respectant la propriété décrite ci-dessus et un x € R* afin d’obtenir des conditions nécessaires. Ainsi,
Nnous avons :

F@yeas(5)=a"

1
en prenant — € R*,
‘ 1 1
f — +3f($):72
x

x
Prenons la premiére équation et soustrayons cette derniére par trois fois la seconde :

:L‘2

@y eaf(5)-31(3) -9 @) =0t - 5 s s @) =P - S f ) = S -

Nous allons maintenant voir si nos conditions nécessaires sont également des conditions suffisantes :

1 3 a? 322 1 3 22 92?3 9
YA () IR Y | R I SN A
J @)+ 3] (33) 822 8 ( 8 8332) 822 8 8 812

Ainsi, il y a une unique application qui convient :

R* — R
U 3 x2
v JWEgs Yy



Chapitre 2

Calculs algébriques

2.1 Exercice 1

2.1.1 Enoncé

Soit n e N.

1°) Exprimer a l'aide du factorielle de n, notée n!, le produit A, des entiers pairs compris entre 1 et
2n.

2°) On note B, le produit de tous les entiers impairs compris entre 1 et 2n + 1. En multipliant le
numérateur et le dénominateur par A,, montrer que :

_ (2n +1)!

B,
ALY

2.1.2 Solution

1°) Nous avons :
VneN, A, := H(Qk):(HQ).(Hk):Q”n!
k=1 k=1 k=1

@‘VnGN, A,,,,:2"n!‘.

2°) Nous avons :

¥ neN, Bn::H(2k+1):1.(H2k+1):(A").(H2k+1)
k=0 k=0 A k=0

n 2n+1
( zp). n2k+1) (Hk)
- - 2n +1)!
<~ VneN, B, = Pl k=0 = knly :(nn+')

jam B

2
=t

(2n+1)!

~—|VneN, B, =
21n!




2.2 Exercice 2

2.2.1 Enoncé

Déterminer le plus petit entier n € N* tel que :

n 1
—2>2022.

;;1\/%+\/k+1

2.2.2 Solution

Nous avons :

Y neN*, 5n3=2 ! =y VE Vi1
S VE+VE+D 3 (VE+VE+1).(VE-VE+1)
<~V neN*, Snzz V- Vi1 :Z\/%_ kel

(VR - (VERT) ia k-kel

n n n+1 n
= VneN, S,=> Vk+1-> /p= > Vk+1-1-> /p
k=1 p=1 k=1+1 p=1

n+1 n n n
<~ VneN* S, = Z\/E—Z\/]?:\/n+1+ Z\/E—Z\/z_)—\/i
k=2 p=1 k=2 p=2
<~ VneN', S,=vn+1-1.
Ainsi, nous pouvons trouver le plus petit entier n € N* en résolvant I'inéquation ci-dessous :

S, >2 022

—Vn+1-122022
—=Vn+1>2023
@(m)%(z 023)*
—n+1>(2023)°
—n>(2023)°-12
—n>(2023+1).(2023-1)
—n>2024x2 022
—>n>4092528 .

Finalement :

S = {4092 528} | .




2.3 Exercice 3

2.3.1 Enoncé

Calculer :

n k
v N, S, := [ —
me ,;)k4+k2+1

2.3.2 Solution

Nous avons :

VneN, S, = _
neN ,;)k4+k2+1 ,;,(k4+2k2+1)—k2
n k n L

V N STL: =
e ;;)(k2+1)2—k2 ];)(k2+k+1).(k2—k+1)

1o (FP+k+1)- (k2 -k+1)
< VneN, Sn—§l§) ke l). (ks )

I U B
2 o (B-1k+1 Zpp+1)+1

1 n-l 1 T 1
> VneN, 5, =~ _
e 2[k§1(k—1+1).(k+1)+1 pzop(pu)u]

1 n—-1 1 n 1
VneN, S,== -
—rnes 2[kz_:1k(k+1)+1 I;)p(p+1)+1:|

1 n-1 1 n-1 1 1
v N, S,=-]1 - _
—VneN, S, 2[ +1§)k(k+1)+1 I;)p(p+1)+1 n(n+1)+1]

e VneN, S, =1L | Ljr@eDrl-1
2 n(n+1)+1 2 n(n+1)+1

71/2 +n

VneN, S,=——F—F——
e o 2(n?+n+1)




Chapitre 3

Nombres complexes

3.1 Exercice 1

3.1.1 Enoncé
3-1

Calculer la partie réelle du nombre complexe A := m

3.1.2 Solution

Nous avons :

3-i 3-i (3-i)(-1-3i) -3-9i+i-3
A:: - ': - - = - - =
(1+4)(1+24) 1+2i+i-2 (-1+3i)(-1-30) 1+9
a0 3 4
10 5 5
Ainsi :
Re(A)=-0,6].



3.2 Exercice 2

3.2.1 Enoncé

? . .
— € R si, et seulement si, |z| = 1.
—iz

Soit z € C\ {-i}. Montrer que 1Z

3.2.2 Solution

Nous allons le montrer de deux fagons. Soit z € C\ {-i}, nous avons alors :

(z-i)(1-iz) _(z=i)(1+i2) _z+ilef —i+Z _ Z+?+i(|2|2—1)

(1-iz) (1-iz) 11—z 11—z 11—z
. 2
5 _29%e(z)+z(|z| —1)
1-iz 11 —iz?

2 . JU . .
Nous pouvons remarquer que |1 —iz|” € R} et que pour avoir un nombre réel, il faut et il suffit d’avoir
la partie imaginaire nulle, id est :

|2 =120 |z =1<|2|=1.

La seconde facon de résoudre cet exercice consiste a se rappeler qu’'un nombre complexe est réel si, et
seulement si, z = Z. Soit z € C\ {-i} :

s (i) (14iR) = (1-i2) (2 4)

zZ—1 z—1 zZ—1 Z+1
p=—

1-14z 1-1z

=il —itz=z+i-iz =20z -2 =0 = |2 =1 =>|z|=1.

10



3.3 Exercice 3

3.3.1 Enoncé

Soit z € C\ {-1}, montrer que . eRe= 2¢R.
+2z

3.3.2 Solution

Soit z € C\ {-1}, nous avons alors :

1_Z€R<=>3m(l_z):04=>1_2—(1_2)@ 1—2:1—i
+Z

1+2 1+2 1+2z \l+z 1+z

= (1-2)(1+2)=(1+2)(1-2) = 1+2-2- |z =1-Z+ 2|2

<=>2E:2z<=>z:54=>3m(z)=04=>.

11



3.4 Exercice 4

3.4.1 Enoncé

Montrer que :

Y
N
|
I

zZ+

VzeC, Re(z) = , Jm(z) = 2,2 etz==z.

3.4.2 Solution

Soit z € C, on alors :

z+Z  Re(z)+idm(z) +Re (z) —iIm(2) _ 2% (2)

: _ : 7 =Re (Z) ;
S Re () +iTm (z) —‘me(z) +idm(z) _ ZZJm.(Z) =Jm(z) ,
% % 21

Enfin :
Z=Re(2)—iIm(z) =Re(2) +iIm (2)

ce qui nous ameéne & :

Z=Re(2) -iIm (2) =Re (2) —i[-Tm (2)] =Re (2) +iTm(2) = 2 .

12



Chapitre 4

Raisonnement, opérations sur les
ensembles

4.1 Exercice 1

4.1.1 Enoncé

Soient a < b deux réels. prouver par double inclusion que :

[a,6] = {(1- N a+\b| Ae[0:1]} .

4.1.2 Solution

[2]Soit z € {(1-A)a+Ab| Ae[0;1]}, alors il existe un A € [0;1] tel que z = (1= A)a+Ab=a+A(b-a).
On sait que :
b2a<=b-a20<= A(b-a)20<a+A(b-a)2a.

De plus :
Ab-a)<l(b-a)<=a+A(b-a)<a+(b-a)<=a+A(b-a)<).

On a done z € [a;b], ce qui nous donne {(1-X)a+ b | Ae[0;1]} c[a;b] .
Soit x € [a;b], si a =b alors x € {a} <= 2 =a+0(b-a). Dans ce cas, on peut poser \:=0 et nous

avons = (1-A)a+Ab, donc z e {(1-N)a+Xb| Ae[0;1]}.

Supposons maintenant que z € [a;b] et a < b. Ainsi, nous avons :

T
anSb@a—an—aéb—a@b Sb
—a _

T—a
Posons A := 7 a’ alors :

a+)\(b—a):a+(g£

a).(b—a):aer—a:x.
a

Donc z € {(1-X)a+Ab| Ae[0;1]}, nous avons alors [a;b] c {(1-=X)a+ b | A€ [0;1]}, d’on I'égalité.

13



Chapitre 5

Applications, relations, entiers
naturels

5.1 Exercice 1

5.1.1 Enoncé
Soit une application f: F — F avec Ac E et B c E, montrer que f (AuB)=f(A)u f(B) .

5.1.2 Solution

Nous allons procéder par double inclusion.

[c]Soit ye f(AuB),

alors il existe x € Au B tel que y = f (),

alors € A ou x € B tel que y = f (),

alors [z € A tel que y = f (x)] ou [z € B tel que y = f (z)],

alors y € f (A) ou y € f(B),

alors y e f (A)u f(B),

alors y e f (A)u f(B),

donc f(AuB)c f(A)uf(B) .

Soit y € f(A)u f(B),

alors y e f (A) ouye f(B),

alors [il existe 21 € A tel que y = f (x1)] ou [il existe x5 € B tel que y = f (x2)],
alors [il existe 21 € AU B tel que y = f (x1)] ou [il existe 25 € BU A tel que y = f (z2)],
alorsye f(AuB) ouye f(BUA),

alors y € f (Au B),

donc f(A)u f(B)c f(AuB) .

14



5.2 Exercice 2

5.2.1 Enoncé
Soit une application f: E — F avec Ac F et B c F, montrer que f~' (AuB)=f"1(A)uf(B) .

5.2.2 Solution

Nous allons procéder par double inclusion.

Soit z € f71 (Au B),

alors z € F tel que f(z) e AuB,

alors z € F tel que f(z) € Aou f(z) € B,

alors [z € F tel que f (z) € A] ou [z € E tel que f () € B,
alors z € f1 (A) ouze f~1(B),

alors z e f~1 (A)u f1(B),

donc f1(AuB)c f1(A)ufi(B).

Soit x € 1 (A)u f1(B),

alors z € f1 (A) ouz e f1(B),

alors [z € F tel que f (z) € A] ou [z € E tel que f () € B,
alors x € F tel que f(z) € A ou f(z) € B,

alors z € F tel que f(z) e AuB,

alors z € f~1 (AuB),

donc f1 (A)uf 1 (B)cft(AuB) .

15



5.3 Exercice 3

5.3.1 Enoncé

1°) Soit une application f: F — F avec Ac F et B c E, montrer que f (AnB)c f(A)n f(B) .

2°) Montrer que f injective = f(AnB)=f(A)nf(B) .

3°) Fournir un contre-exemple qui permet d’illustrer pourquoi il faut avoir une application injective
pour avoir 1’égalité.

4°) Finalement, montrer que f(AnB) = f(A) n f (B) = f injective et conclure.

5.3.2 Solution

1°) Soit y € f (AN B),

alors il existe x € An B tel que y = f (),

alors x € A et € B tel que y = f (),

alors [z € A tel que y = f (z)] et [x € B tel que y = f ()],
alors ye f(A) et y e f(B),

alors y € f (A)n f(B),

donc f(AnB)c f(A)nf(B) .

2°) Supposons que 'application f est injective et soit y € f (A) n f (B),

alors ye f(A) et y e f(B),

alors [il existe x1 € A tel que y = f (x1)] et [il existe x5 € B tel que y = f (22)],
alors f (z1) = f (z2) implique que z1 = x5 que l'on notera z (par injectivité de f),
alors [il existe = € A tel que y = f (z)] et [il existe x € B tel que y = f (z)],

alors il existe x € A et x € B tel que y = f (z),

alors il existe x € An B tel que y = f (x),

alors y € f (An B),

alors f(A)n f(B)c f(AnB),

nous avons avec la premiére question 1’égalité.

3°) Nous pouvons construire une application f surjective avec A = {1}, B = {2}, f(A) = f(B) = {3}.
Ainsi, nous avons f(AnB) =@ * {3} = f(A)n f(B).

4°) Pour montrer que f est injective, il faut prouver que VY (x,2) € E?, f(z) = f (&) = z = 4.
Raisonnons par contraposition en prenant (z,%) € E? tel que = # 2. Nous avons alors {z} # {#} d’ou
{z} n {2} = @. Ainsi, nous avons f ({z} n{Z}) = f (&) = @ mais aussi (par hypothése) f ({z} n{Z}) =
f{{z})n f({Z}), ce qui donne f({z}) n f({&}) = &, ce qui permet de conclure que f(x) # f(&).
Nous avons ainsi l'injectivité de f nous permettant finalement d’aboutir a 1’équivalence suivante :

f injective <= f(AnB)=f(A)n f(B) .

Nous aurions pu raisonner par implication directe en prenant (x,1) € E? tel que f(x) = f(&). Nous
avons alors A :={z}, B:={&}, f(A) ={f(x)} et f(B)={f(2)}. Ainsi, nous avons f (A)n f(B) =
{F@)n{f@}=Af(@)}+aet f(AnB) = f({z}n{z}) = f(A)n f(B) # @, donc {z} n {1} + &,

donc z = z. L’application f est injective.

16



5.4 Exercice 4

5.4.1 Enoncé
Soit une application f: E — F avec Ac F et B c F, montrer que f~ (AnB)=f"1(4)nf(B) .

5.4.2 Solution

Soit z € f71 (An B),

alors z € F tel que f(z) e AnB,

alors z € F tel que f(z)eAet f(z)eB,

alors [z € E tel que f(z) € A] et [z € E tel que f (x) € B,
alors z € f1(A) et z e f1(B),

alors z e f~1 (A)n f~1(B),

donc f1(AnB)c f1(A)nf1(B) .

Soit z € f1 (A)n f71(B),

alors z € f1(A) et z e f1(B),

alors [z € F tel que f (z) € A] et [z € E tel que f () € B,
alors z € F tel que f(z) e Aet f(z)eB,

alors z € F tel que f(z) e An B,

alors z € f~1 (AnB),

donc f1(A)nf Y (B)cft(AnB) .

17



5.5 Exercice 5
5.5.1 Enoncé
Sur I’ensemble EY, on définit la relation ~ par :
(u")neN ~ (Un)neN < dpeN, Vnxp, up=v, .

Démontrer que c’est une relation d’équivalence.

5.5.2 Solution

Montrons que la relation ~ est réflexive, id est :

v (un)neN € EN: (un)neN ~ (U'n)neN

—V (un)neNeEN7 ApeN, Vn2p, u,=u, .

L’entier p =0 € N convient.
Montrons que la relation ~ est transitive, id est :

v (uﬂ)neNv (vn)nsN’ (wn)neN € EN? (un)neN ~ (Un)neN A (Un)neN ~ (wﬂ)neN e (un)neN ~ (wn)neN :

Supposons que :
(un)neN ~ (Un)neN <= 3dAp1eN, Vn2p, up=v, .

Et supposons également :
(Vn) ey ~ (W) ey == 3 P2 €N, V2 po, v, =wy, .

Nous avons alors :
Ip=max(p1,p2) €N, Vn2p, up=v, A Uy =wy, .

= I p=max(p1,p2) €N, Vn>p, uy=w, <= (tn),ey ~ (Wn),en -

Montrons que la relation ~ est symétrique :

(un)neNN(Un)neN
<= dpeN, Vn>p, u,=0v,
<~ 3IpeN, Vn>p, v, =u,

— (vn)neN ~ (un)neN :

Ainsi, la relation ~ est réflexive, transitive et symétrique, donc la relation ~ est une relation d’équiva-
lence.

18



5.6 Exercice 6

5.6.1 Enoncé

Soit fe F(E,F) et ge F(F,G). Montrer que :

1°) Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.

2°) Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

3°) Si f et g sont bijectives, alors go f est bijective.

5.6.2 Solution

1°) Supposons que f € F(E,F) et g € F (F,G) sont deux applications injectives, alors :
V(z,@)eE% f(x)=f(i)=u=1%,

V(r,2)eF? g(z)=g(d) =—x=4%.
Soit (x,%) € E2, nous supposons g (f (2)) = g(f(2)) = f(z) = f(#) = x =2 . Donc, go f est
injective.
2°) Supposons que f € F(E,F) et g€ F (F,G) sont deux applications surjectives, alors :
VyeF, 3zeE|y=f(z),

VyeG, 3xzeF |y=g(x) .

Soit y € G, alors il existe x; € F tel que y = g (1) par surjectivité de lapplication g. Par surjectivité
de l'application f, pour x; € F' il existe a2 € E tel que x1 = f (x2). Finalement, nous avons pour y € G
Pexistence d'un z5 € E tel que y = g (f (z2)) ce qui est la définition de la surjectivité de g o f.

3°) Supposons que f € F(E,F) et ge F (F,G) sont deux applications bijectives, alors :
VyeF, zeFE|y=f(x),

VyeG, zeF|y=g(x) .

Soit y € G, alors il existe un unique z; € F tel que y = g (x1) par bijectivité de 'application g. Par
bijectivité de application f, pour z; € F il existe un unique x5 € E tel que 1 = f (x2). Finalement,
nous avons pour y € G Pexistence d’un unique x5 € E tel que y = g (f (x2)) ce qui est la définition de
la bijectivité de go f.

A noter que pour la derniére question, on aurait pu répondre en remarquant qu’une application bijective

est une application injective et surjective. De ce fait, au vu des résultats de la premiére et deuxiéme
question, on peut conclure en disant que c’est une conséquence immédiate de ce qu’on a obtenu avant.
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5.7 Exercice 7

5.7.1 Enoncé

Déterminer les réels « tels que la relation binaire définie par :
V(z,y) eR?, zxy=ay+a(z+y)

soit associative.

5.7.2 Solution

Nous voulons que la relation binaire * soit associative pour n’importe quelles variables réels z, y et z,
id est :
V(z,y,2) eR3, (xxy)xz=xx(y*2)

=V (2,9,2) eR® [zy+a(z+y)]*rz=z*[yz+a(y+2)]
=V (z,y,2) R, [zy+a(z+y)]z+alzy+a(z+y)+z]=z[yz+a(y+2)]+alz+yz+a(y+2)]
= VY (z,y,2) eR®, 2yz+azz+ + +alr+ o’y +az=ayz+ +axz+ar+ +o’y+a’z
—= V(2,y,2) €R®, o’z +az=ax+a’z
= V(z,y,2) R o®(z-2)-a(z-2)=0
=V (2,y,2) R’ (a®-a)(z-2)=0
—= VY (z,9,2) eR? a(a-1)(z-2)=0

Ainsi, pour que notre quantité « (o — 1) (z — z) soit nulle et que notre relation binaire » soit associative,

il faut et il suffit que :
ae{0;1}].
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5.8 Exercice 8

5.8.1 Enoncé
Soit une application f: E — F avec Ac E et B c I, montrer que f (A nft (B)) =f(A)nB.

5.8.2 Solution
Soit y e f (An f(B)),

alors il existe x € An f~1(B) tel que y = f (z),
alors z € Aet xe f~1(B),

alors f (z) e f(A) et f(z) € B,

alors ye f (A) et y € B,

alors y € f (A) n B,

donc f(Anf(B))cf(A)nB.

[2] Soit y € f(A)n B,

alors ye f(A) et y e B,

alors il existe x € A tel que y = f (z) et y € B,
alors z e Aet f(x)e B,

alors z e Aet ze f~1(B),

alors z € An 71 (B),

alors f(z) € f(Aﬂ i (B)),

alors y e f (An f71(B)),

donc f(A)nBc f(Anf(B)) .
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Chapitre 6

Nombres réels, suites numériques

6.1 Exercice 1

6.1.1 Enoncé

Montrer que la suite réelle (uy),, oy se définissant pour tout entier naturel n comme u, := (-1)" est
divergente (& partir de la définition de divergence).

6.1.2 Solution

Soit [ € R, il faut trouver un € € R} de sorte que quelque soit le rang N € N, il existe un entier naturel
n tel que n > N et |u, —I| > . Nous pouvons faire 'observation que V n € N, w,, € {-1;1}, ainsi, si n
est pair, nous avons u,, = 1. Donc, quelque soit N € N, on pourra toujours trouver un entier n pair en
prenant n:= N si N est pair oun:= N+1si N est impair qui respecte I'inégalité n > N (le cas d’égalité
correspond & N qui est pair). Enfin, pour un n pair qui respecte n > N, nous voulons avoir |1 -[| > e.
-1

Pour ce faire, pour [ # 1 nous pouvons prendre ¢ := , en revanche, quand [ = 1, notre € que nous

avons définit devient nul (or, il ne faut pas). On se rend bien compte que le choix de ¢ dépend de la
valeur de [, on a donc une dépendance que 1’on peut noter € (). Remarquons que si n est impair, alors
u, = —1. De plus, on pourra toujours trouver un entier n impair en prenant n:= N + 1 si [NV est pair ou
n:= N si N est impair qui respecte I'inégalité n > N (le cas d’égalité correspond & N qui est impair).
Enfin, pour un n impair qui respecte n > N, nous allons avoir |u, —{| = |-1-1] = |1 + 1| = 2. Il suffit
donc de prendre € :=1 quand [ = 1.
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6.2 Exercice 2

6.2.1 Enoncé

Soit la suite réelle (uy,),, . tel que V neN*, u, := n L.

1°) Pour ¢ := 1073, trouver un entier Ny € N* tel que n > N; == |u,| <.
2°) Enfin, démontrer la convergence de la suite (uy, ), g vers 0 (en utilisant la définition).

6.2.2 Solution

1°) Techniquement répondre a la question 2°) permet de répondre aux deux questions mais nous allons
répondre dans l'ordre et nous vérifierons si le résultat de la question 2°) permet de fournir lentier
attendu pour la question 1°). Soit & := 1073, cherchons un entier n € N* tel que |u,| < ¢ <= |n_1| <

ce=nl<ee=n>et= (1073)_1 =103, Cela était attendu, I'entier recherché vaut N, := 1000 € N*.
2°) Soit € € R}, cherchons un entier n € N* tel que |u, - 0| < & <— |n_1| <ee=nt<ee=n>et
Plusieurs choix sont possibles. Par exemple, V = € R, [z] > z, ainsi, nous pouvons prendre N (g) :=
[5’1] € N*. Un autre exemple est V x € R, |z|+1 > x, ainsi, nous pouvons prendre N (&) := l5’1J+1 e N*,
A noter que l'utilisation de partie entiére supérieure ou inférieure permet d’obtenir un entier N qui
respecte l'inégalité N > 71, en effet, rien ne nous assure que £! est un entier. Finalement, pour la
premiére solution nous avons N (10‘3) = [(10‘3)_1] = [103] =1 000 € N*, et la deuxiéme solution est
1 001 € N*. On se rend compte que la premiére solution fournit un entier N plus petit que la seconde
solution, on valorisera donc la premiére.
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6.3 Exercice 3

6.3.1 Enoncé

Soit (un ),y la suite définie par un w, := , pour tout n € N.

2n2 -1
1°) Trouver N; € N tel que ¥ n > Ny, |u,| <107

2°) Trouver Ns € N tel que V n > Na, |u,| <€ pour € > 0 donné.

6.3.2 Solution

Répondre a la seconde question permet de résoudre l'entiéreté de ’exercice. C’est ce que nous allons
faire. La premiére chose que nous allons calculer est la limite de la suite (uy,),,y qui est 0. Ensuite,

. % . « 3n 3n
soit € € R} et trouvons un entier n € N* de sorte que |u, - 0] < ¢ < {e <= <
2n2 -1 2n2 -1
(car n € N*) <= 3n < (2¢)n? — ¢ <= (22)n® = 3n — € > 0. Définissons 'application f. de la maniére

suivante :

fE:{R — R

r > fo(x)=2ex?-3z-¢

Nous pouvons remarquer que f. est convexe car 2¢ > 0, de plus, le discriminant vaut A := b% - 4ac =
(=3)* = 4(2¢) (-¢) = 9+ 8¢ > 0, donc nous avons deux racines réelles disctinctes. Intéressons a la plus
grande racine qui vaut :

B —b+\/Z_ —(-3) +V9+82 3+V9+8¢2 >0
- 21 2 (2¢) - 4e

T

Ainsi, nous avons V z € [x9,+00[, f(x) > 0. Etant donné que nous cherchons un entier n € N*, nous
pouvons prendre la partie entiére supérieure de x5 car nous savons que YV x € R, [z] > . Ainsi, lentier
N5 € N* recherché est :

3+\/9+852]

Ny (¢) := { "

Utilisons le résultat obtenu ci-dessus afin de répondre & la premiére question. Nous posons ¢ := 1074,
alors :

4.10-4

3+1/9+8(10-4)°
Ny (1071) = | 2EVEE ( )l:[7500+2 50079 +8.107F |

= N5 (107*) » [7 500 + 7 500,000 033] = [15 000,000 033] = 15 001 .

Nous pouvons vérifier notre résultat en prenant n := No (10‘4) —~1=15.10% et en calculant |u,]| :

" |_‘ 3n ‘_ 3n 3(1510°) 45000
"2 -1 221 2(15.10%)2 -1 450 000 000 - 1
45 000
> |u,| = ————— ~ 0,000 100 000 000 222 2> 107* .
449 999 999

Prenons n := N5 (107*) = 15 001 et calculons |uy,| :

3n ‘_ 3n. 45003 45 003
2n2-11 2n2-1 2(15001)°-1 450 060 002 -1

unl - |

= 45 003
"7 450 060 001

N, =15 001 .

~ 0,000 099 993 333 999 9<107* .

Finalement :
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Une autre fagon pour résoudre I’exercice consiste a observer que :

VneN* 2n2-1>2n%-n<=V neN*,

2n2 -1

3n < 3n <~ VneN' O<u,<——
2n2-1" 2n2-n 2n -1

Soit € € R}, cherchons un n € N* tel que :

<~V neN",

3+¢
2

-0l<e<=3<2en-—-c<—=—=n>

‘ 3
2n-1

Etant donné que nous cherchons un entier n € N*, nous pouvons prendre la partie entiére supérieure
car nous savons que V x € R, [z] > x. Ainsi, I'entier Ny € N* recherché est :

No (e) = ’73+ﬂ

2¢e

Utilisons le résultat obtenu ci-dessus afin de répondre a la premiére question. Nous posons ¢ = 1074,

alors :
N3 (107) = [1,5(107%) " +0,5| = [15 000,5] = :

Une derniére fagon pour résoudre I'exercice consiste a observer que :

1 1
VneN', n?-120<=VneN" 2n*-1>n’ =V neN', ——— < —
2n2-1"n?

<V neN¥, sn §3—n<=>VneN*,O<unS§

2n2-1" n? n

Soit € € R}, cherchons un n € N* tel que :

3
<e<=3<en<=n>—.
€

-0

‘ 3
n

Etant donné que nous cherchons un entier n € N*, nous pouvons prendre la partie entiére supérieure
car nous savons que V x € R, [z] > x. Ainsi, I'entier Ny € N* recherché est :

c

o [f

Utilisons le résultat obtenu ci-dessus afin de répondre & la premiére question. Nous posons ¢ := 1074,

alors :
Ny (107) = [3(107) | = [30 000] - :

Pour conclure, la premiére méthode fournit le résultat le plus précis au prix d’un certain nombre de
calculs, la deuxiéme méthode propose d’utiliser un encadrement fournissant un résultat moins fin mais
plus rapide a obtenir, enfin, la derniére méthode est similaire & la deuxiéme mais avec un résultat
encore moins fin.
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6.4 Exercice 4

6.4.1 Enoncé

Soit (uy ),y une suite convergente a valeurs dans Z. Montrer que cette suite est stationnaire.

6.4.2 Solution

Nous allons résoudre ’exercice de deux maniéres. La premiére fagon consiste a montrer que la limite de
la suite (qui est unique) est un entier relatif en raisonnant par ’absurde. Une fois cela fait, il suffira de
revenir a la définition d’une suite convergente et choisir de fagon judicieuse une marge d’erreur € € R}
afin de montrer que la suite (u,),y est bien stationnaire. La seconde fagon de résoudre lexercice
consiste & utiliser directement la définition d’une suite convergente et choisir de fagon judicieuse une
marge d’erreur € € R} afin de montrer que la suite (uy,),,y est bien stationnaire en contrélant 1’écart
entre deux termes de la suite & valeurs dans Z.

Raisonnons par l'absurde en supposant que la limite de la suite (u,),, oy est { € R\Z. Ainsi :
FIeR\Z, VeeR,, INeN, VneN|n>N=|u,-I|<¢c.
A partir d’un certain rang, on a donc :
|up—l|<e < —e<up-l<e < l-e<u,<l+e.
SileR\Z alors |I| <1< |l] +1, cherchons un ¢ € RY de sorte que :
l]<l-e A l+e<[l]+1
— e<l-|l] ne<|l]-1+1
«— e<{l} ne<1-{l} .
Ainsi, si € € ]0,min ({{},1 - {I})[, alors :
] <l-e<u, <l+e<|l]+1.

Il y a donc aucun entier relatif dans l'intervalle [l —¢,l+¢] pour un ¢ € |0,min ({l},1-{I})[, ou
autrement dit : Zn[l-¢,l+¢] = @. Or, & partir d’un certain rang, u, € [ —¢,l+¢] et u, € Z, c’est
absurde d’appartenir & un intervalle sans entiers relatifs et en méme temps d’étre a valeurs dans Z.
Donc [ € Z. Enfin, on a la définition de la convergence de la suite qui nous donne :

VeeR;, INeN, VneN|n>N=|u,-1l|<¢.

A partir d’un certain rang, on a |u, — | < € pour toute valeur de ¢ € R}. Prenons un ¢ € ]0;1[, par

exemple ¢ := =, alors |u, —I| < 7 Or, Vn>N, u, € Z et | € Z. La distance entre ces deux entiers

relatifs & partir d’un certain rang N est 0,5 ce qui veut dire que u,, = [ pour tout n supérieur ou égal
a N. C’est la définition d’une suite stationnaire.

Passons a la seconde résolution. Reprenons la définition de la convergence pour notre suite :
F1eR, VeeR], INeN, VneN|n>N = |u,-l|<e.

Ainsi :
V>N, ju, —un|=|un —1+1—un| < |u, =1+ |luy =1 < 2e .

1 1
Prenons un ¢ € ]O, 5[, par exemple ¢ := 3’ on a alors :

2
Yn>N, |un—uN|£2€:§.
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2
A partir d’un certain rang N, on a (u, —uy) € Z et en méme temps nous avons —1 < -3 <Up —uUN <
2
3 <1, donc u,, —un =0. Ainsi :
INeN, VneN|n>N, u,=uy .

C’est la définition de la suite stationnaire, par ailleurs, on en déduit que la limite est uy et que cette
limite appartient a Z.
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6.5 Exercice 5

6.5.1 Enoncé

1°) Si (un ),y €st une suite réelle convergeant vers [ € ]a, b[. Alors, il existe N € N tel que ¥V n> N, u, €
]a, bl

2°) Si (un),qy est une suite réelle convergeant vers [ € R} (ou [ > 0). Alors, il existe N € N tel que
Vn>N, u, eR: (oul>0).

6.5.2 Solution

1°) Soit (un),,y une suite réelle qui converge vers une (unique) limite [ € R, nous pouvons exprimer
cela en revenant & la définition de la convergence d’une suite :

FieR, VeeR,, INeN, VneN, n>N=|u,-l|<e.

Ainsi, & partir d’un certain rang N, nous avons pour tout entier naturel n supérieur ou égal a N,
I'inégalité suivante :
|up —l|<e+= -e<u,-l<e<=l-e<u, <l+¢.

Vu que cette inégalité est vraie & partir d’un certain rang N et pour toute valeur de € € R}, le but du
jeu va étre de choisir une valeur e suffisament petite qui permet de se retrouver dans 'ouvert ]a,b[, id
est :

a<l-eg<u,<l+e<b

Nous voulons donc :
a<l—-c ANl+e<becec<l-a Nne<b-1.

11 est rigoureux de souligner que [ € Ja,b[ et que par conséquent, [ —a > 0 et b—1 > 0. Ainsi, si nous

N

choisissons ¢ € ]0,min (I - a,b - 1)[, nous aurons tous les termes de notre suite qui a partir d’un cer-
min ({ —a,b-1)

tain rang N seront dans Pouvert ]a,b[. A titre d’exemple, nous pouvons prendre ¢ :

pour se retrouver dans I'ouvert Ja,b[ & partir d’un certain rang N. Nous avons répondu & la premiére
question. Enfin, une petite remarque consiste & voir que le résultat min (I —a,b—1) est relativement
intuitif. En effet, on mesure la distance entre la valeur de la limite [ € R et les deux bordures (a et b) de
notre ouvert |a, b[. Si on prend la plus petite distance, alors toute valeur de controle € € R} strictement
inférieure & cette derniére convient.

2°) La premiére question permet de répondre rapidement a la seconde. En effet, ce second résultat
découle du premier résultat que nous venons de démontrer. Si nous prenons un intervalle ouvert

[ 3l
contenant [ € R} et inclus dans R}, alors le résultat est prouvé. Ainsi, 'ouvert ]5, 5[ convient pour

répondre & cette question. Nous allons maintenant proposer une autre fagon de répondre & ce probléme
(si on n’a pas vu le lien entre les deux questions) qui consiste a revenir a la définition de la convergence
d’une suite réelle :

FleR;, VeeR,, INeN, VneN n>N=|u,—-[|<e.
Ainsi, & partir d’un certain rang N, nous avons pour tout entier naturel n supérieur ou égal a N,
I'inégalité suivante :
|up —l|<e<= —<u,-l<e<=l-ec<u,<l+e.

*

Vu que cette inégalité est vraie & partir d’un certain rang N et pour toute valeur de € € R}, le but du
jeu va étre de choisir une valeur ¢ suffisament petite qui permet de se retrouver dans R}, id est :

O<l-e<u, =¢€]0,I[ .
l
Nous pouvons prendre a titre d’exemple € := — et nous avons a partir d’'un certain rang N, les termes

1 3l
u, de la suite qui sont contenus dans [5, %] cR}.
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6.6 Exercice 6

6.6.1 Enoncé

Soient (un)neN et (vn)nEN deux suites réelles convergeant vers [; € R et I5 € R avec [; < l5. Montrer
qu’a partir d’un certain rang, nous avons u, < vUn.

6.6.2 Solution

Nous pouvons revenir a la définition de la convergence d’une suite réelle :
L eR, Ve eR, AN eN, VneN|n>N, = |u, - l1]<er,

FieR, Ve eRY, INseN, VneN|n>Ny=|v,-ls|<es.

Ainsi :
VneN n>max(Ny,No) = |up,-1l1|<e1 A |v,—l2|<ea.

Nous avons alors pour tout entier naturel n supérieur ou égal & max (N, Na) :
O0<la=l1=(la=vp)+ (Un—tup) + (up —11) < |lo = vp| + (V5 — un) + |up = 1]

:>0<lg—l1S|Un—12|+(vn_un)+|un_ll|SE2+(vn_un)+51 .

Nous allons poser € := g1 = €3, ainsi :
Up —Up 2l — 11 —2¢ .
On veut a partir d’'un certain rang :
Uy, > Uy <> Uy — Uy, > 0.

Ainsi, il suffit que :

lo =1 Iy —1
lo—-11-2e>0<=¢< 22 ! — 56]0, 22 l[

. 2- 1 s . .
Finalement, nous pouvons prendre par exemple € := ——— pour avoir & partir d’un certain rang v,, > u,.

Il ’agit d’un résultat attendu, en effet, il suffit que la zone de controle [l; —e1,l; +&1] soit disjointe
de la zone de controdle [ly — 3,15 + £2] afin d’avoir & partir d’un certain rang v, > uy,, id est :

l1+€1<l2—€2<:>0<€1+€2<l2—ll .

Nous allons poser ¢ := g1 = €9, ainsi :

Iy -1
0<2€<12—l1<:>56]0, 22 1[ .
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6.7 Exercice 7

6.7.1 Enoncé

Montrer que :

Vel {n—1J+ln+2J+ln+4J:n.
2 4 4

6.7.2 Solution

Faisons une disjonction de cas avec une congruence modulo quatre.
Ainsi, si n =0[4], alors il existe un k € Z tel que n := 4k, d’ou :

SR N LS I P Y Y 7Y
2 4 4 2 2
=2k-1+k+k+1=4k=n.

Sin =1[4], alors il existe un k € Z tel que n:=4k+1, d’ou :

[4k+1_1J+{4k+1+2J+l4k+1+4J:[2kj+{k+§J+{k+l+lJ
2 1 4 4 4

=2k+k+k+1=4k+1=n.
Si n =2[4], alors il existe un k € Z tel que n =4k +2, d’ou :

l4k;+2—1J+{4k+2+2J+l4k+2+4J:PMEJH,HH%,HH}J
2 4 4 2 2

=2k+k+1+k+1=4k+2=n.
Si n =3[4], alors il existe un k € Z tel que n :=4k + 3, d’ou :

l4k+3—1J+l4k+3+2J+{4k+3+4J
2 4 4

:[2k+1J+{k+1+iJ+lk+1+ZJ:2k:+1+k+1+k:+1:4k:+3:n.

VneZ \‘71,—1J+VL+2J+[71,+4J:” '
' 2 4 4

Ainsi :

30



6.8 Exercice 8

6.8.1 Enoncé

1 n
Soit la suite réelle (uy, ), qui se définit comme V n e N*, wu,, := = ;;1 |kz| avec z € R. Etudier la

convergence de la suite (uy, ), g+, €t donner sa limite si cette derniére converge.

6.8.2 Solution

Nous avons :
VzeR, VneN' Vke[l,n], kv-1<|kx| <k

1 & 1 & 1 &
——V2eR VneN, = Y (kr-1)< — S |kz]< — Sk
SERTIE SIS SR Sot%
1 1 1 & 1
—vVaeR vapent, 0D 1 1 nelnrl)
2n? n  n?iZ 2n?
L ox-2 1 & r
e VaeR VneN, 2+ 20— S ha|<c T 2
2 2n n?f 2 2n

Nous pouvons définir deux suites (vp,), o+ €t (Wn ),y de la fagon suivante :

-2
VnEN*,vn::E+x A =2 2
2 2n 2 2n

Nous pouvons remarquer que :
*
VneN' v, <u, <w, .

x
De plus, (vn),,cn« €t (Wn),,on+ o0t la méme limite qui est 5

. . r -2 x . . r T T
lim v, = lim —+ =— A lim w,= lim —+ —=—.
n—+0o n—+oo 9 2n 2 n—+oo n—+oo 2 9 2

D’aprés le théoréeme d’encadrement (ou des gendarmes), nous avons la suite (uy, ), qui converge

x
(existence la limite) vers 5 (valeur de cette limite).
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6.9 Exercice 9

6.9.1 Enoncé

Montrer que R est archimédien.

6.9.2 Solution

Raisonnons par ’absurde en supposant que R n’est pas archimédien, id est :
-(VzeR}, VyeR, 3neN, nx>y)

<~ JzeR}, JyeR, VneN, nr<y.

Soit x € RY, y € R et supposons qu’il n’existe aucun entier n € N tel que nz >y (ce qui revient a dire
que V¥ n € N, nz < y). Posons 'ensemble A, qui se définit de la fagon suivante :

Ay ={nz | neN} .

1l s’agit d’un sous-ensemble de R qui est majoré par notre y et non vide car 0 € A,. En effet 0 =0x z
(on utilise lentier n = 0). Ainsi, d’aprés la propriété de la borne supérieure, la borne supérieure de
I'ensemble A, existe et ’on notera cette derniére sup (Az).

Ce qu’il faut sentir dans l’idée de cette preuve est que l’on wvoit bien qu’en raisonnant par ’absurde,
on aboutit a quelque chose qui n’est pas possible dés le début de la démonstration. En effet, l’idée selon
laquelle il serait impossible de dépasser strictement un réel y en ajoutant un nombre fini de fois un
réel strictement positif x est totalement faux. De ce fait, on comprend bien que la borne supérieure de
A, n’a pas de sens (ce n’est pas le plus petit des majorants) et que l'on pourra toujours trouver un
majorant plus petit que sup (Ay), contredisant ainsi que le fait que c’est le plus petit des magjorants.

Soit 71 € N, nous avons alors iz < sup (A, ). Etant donné que cette inégalité fonctionne pour tout entier
naturel, nous avons également 'inégalité (1 + 1) z < sup (A,) qui est vraie. Cette derniére nous fournit
linégalité na < sup (A,) —z. Vu que . a été choisi de fagon arbitraire dans N, cette inégalité est vrai
pour tous les éléments de A,. Ainsi, sup (A;) —  est un majorant de A, et vu que x € R}, ce dernier
est plus petit que sup (A;) : nous avons trouvé un majorant de A, plus petit que le plus petit des
majorants de A,. Il y a contradiction.
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6.10 Exercice 10

6.10.1 Enoncé

Montrer que :
VeeR, VaeZ, |[z+a]=|z]+a.

6.10.2 Solution

Nous avons :
VzeR, VaceZ, |z|<z<|z|+1

<= VzeR VaeZ, |[z]|ta<z+a<(z]+a)+1.

La définition de la partie entiére de |z + «| est 'unique entier relatif n € Z tel que :
n<r+oa<n+1.

Vu que |z]| + a € Z, on en déduit donc que :

VezeR, VacelZ, [x+aJ:[xJ+a‘.

Proposons une seconde fagon de résoudre I’exercice, pour cela repartons de la double inégalité classique
de la partie entiére :
VzeR, |[z]<xz<|z]+1.

Ainsi :
V(z,a) e RxZ, |z]+a<z+a<|z|+a+1. (%)

De plus :
V(z,0) e RxZ, |[z+a|<z+a<|z+al+1

= V(r,a) eRxZ, |[z+a]<z+a A z+a<|z+al+1
= V(r,a)eRxZ, -|z+a]2-z-a A —z-a>-|z+a]-1
= V(r,0) eRxZ, —|z+a|-1<-z-a<-|z+a] . ()
En additionnant la partie gauche et la partie droite des équations (x) et (x*), nous avouns :
V(z,a) e RxZ, |z]+a-|z+a]-1<0 A O<|z]+a+1-|z+q]
= V(z,0) e RxZ, |z|+a-|z+a|<l A -1<|z|+a-|z+a]
— V(z,0) eRxZ, (|z]+a-|z+a])e]-1;1] .

Or, nous savons que :
V(z,a) e RxZ, (|z]+a-|z+a])eZ.

Donc :
V(z,a) e RxZ, (|Jz|]+a-|z+a])eZn]-1;1]

— V(z,0) eRxZ, (|z]+a-|z+a])e{0}
= V(r,a)eRxZ, |z|+a-|z+a|=0

= V(z,0) e RxZ, |z|+a=|z+a] .
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6.11 Exercice 11

6.11.1 Enoncé
2

n
Soit (un),en+ une suite réelle définie par u, == — pour tout entier naturel n € N*.
n2+n
1°) Montrer que la suite (uy,),, .y« €st croissante.

2°) Calculer la limite de la suite (uy,), s
3°) Démontrer & l'aide de la définition d’une suite réelle convergente et de la réponse obtenue a la
deuxiéme question, que la suite (), g tend vers la limite [ € R.

6.11.2 Solution

1°) Nous allons montrer que la suite (uy,),, g €st croissante, ce qui revient 4 montrer de fagon équiva-
lente que V n € N* wpi1 > Uy, . Soit n e N* ¢

(n+1)°-2 n?-2
Upsl — Up =

(n+1)°+(n+1) n+n

(n2+2n+1—2)(n2+n)—(n2—2)(n2+2n+1+n+1)
(n2+2n+1+n+1)(n%+n)
(n2+2n—1)(n2+n)+(2—n2)(n2+3n+2)
(n2+3n+2)(n?+n)

= Up41 — Un =

< Un+1 — Un =

Développons notre expression :

n* + n®+2n° -n?-n+2n2+6n+4 - n* - 3n°
Unp+1 — Up =
(n?2+3n+2)(n?+n)
2
n +dn+4
= Unp+l —Up = >0 = Upt1 > Up -

(n?2+3n+2)(n2+n)

Nous avons donc notre suite (un)neN* qui est strictement croissante. Une autre fagon de montrer la
stricte croissance de notre suite est de définir la fonction f suivante :

R\{0;-1} — R
@ — f(z):=

Soit x € R\ {0; -1}, nous avons alors :

2 -9 '_ 2x(x2+x)—(:c2—2)(2:c+1)
x2+w) -

o
(x2+1‘)2

203 + 222 - 223 —2? + 4 + 2 B 2% +4x + 2

(x2 +1’)2 (z2 +1’)2

La fonction f est strictement croissante car la dérivée de f est strictement positive.

= f'(z) = >0.

2°) La limite de la suite est 1 car :

2.2 2\ (1- 3% 1- 2
lim u, = lim n = lim (n)( "2):lim "12:1

n—+oo n—+oo n2 +Nn n—o+too n2 1+ 1 n—o+oo | 4
n

n
3°) Nous avons notre suite (up), y+ qui a pour limite 1, ce qui peut s’exprimer en revenant a la
définition de la fagon suivante :

VeeR], INeN", VneN' |n>N=—=|u,-1<e.
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Soit € € R}, cherchons un n € N* tel que :

2 2

-2 n?-2-n%-n
lun - 1| <e = |— -“ll<ee=|—F—|<¢
n2+n n2+n
-(2+n) 2+n 9
= |—5 | < 5 <e<=en"+enx>22+n
n%+n n%+n

—en’+(e-1)n-220.
Nous allons définir la fonction g. suivante :
JR — R
Nl — ge (x) =eax®+(e—1)x -2
Nous avons € > 0, ce qui fait que g. est convexe, calculons son déterminant :
A=b>—dac=(c-1)+8c=e2-2+1+8c=c+6c+1>0.
Nous avons donc deux racines disctinctes réelles, prenons la plus grande :

_—b+\/Z_ 1—5+\/52+6s+1> 1—5+\/5_2_i>0
20 2¢ 2¢ T 2 '

I .

De plus, nous avons V x € [z3,+00[, g- () >0, donc, l'entier N € N* est :

N (g) :=

F—e+ 52+65+1]

[\~
D)

Nous avons explicité Pexpression de notre entier N € N* (qui dépend du choix de ), testons ce dernier

avec €:=1: Y
1-1+vV12+6+1 2v/2
N(l)::[ 5 ]:[ ; ]:[\/5]=2,
22-2 2 2
lun(y - 1] = TR 7—1‘:§<g.:1.
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6.12 Exercice 12

6.12.1 Enoncé

Montrer I'existence et I'unicité de la partie entiére par défaut.

6.12.2 Solution

Pour rappel, soit = € R, on appelle la partie entiére par défaut de x I'unique entier relatif n inférieur
ou égal a x et n + 1 strictement supérieur a x. En d’autres termes :

VzeR, A neZ, n<xr<n+1.

Nous allons montrer de deux facons similaires et une autre un peu plus directe, I'unicité et de quatre
fagons similaires I’existence.

* Preuve de 1’unicité par 1’absurde
Soit x € R et supposons qu’il existe deux entiers n et m relatifs distincts, id est, n € Z et m € Z tels
que n #m, ainsi, nous avons :

n<z<n+l A m<r<m+l=n<z<n+l A -m-1<-x<-m.
On additionne les inégalités de gauche ensemble et les inégalités de droite ensemble :
n-m-1<0 A 0<n-m+l<=n-m<1l A -l<n-m<=n-me]-1;1] .
Or, (n—m) € Z et donc :
n-meZnl]-L;1[<=n-me{0}<=n=m.

Il y a contradiction car nous avons supposé que n et m étaient différents, or, on aboutit & n = m, donc,
la partie entiére, si elle existe (et elle existe) est unique.

* Preuve de 'unicité par obtention d’une condition nécessaire

Les calculs sont similaires, toutefois, le raisonnement ne ’est pas. En effet, dans la premiére démonstra-
tion de 'unicité, on suppose que les entiers relatifs n et m ne sont pas égaux et on aboutit au contraire
ce qui est absurde. Dans cette seconde démonstration, nous allons supposer que si nous avons deux
entiers relatifs n et m qui respecte la définition de la partie entiére d’un méme x € R, alors nous avons
nécessairement n = m. Soit z € R et supposons qu'il existe deux entiers n et m relatifs distincts tels
que :

n<xr<n+l A m<r<m+l<<=n<zx<n+l A -m-1<-x<-m.

On additionne les inégalités de gauche ensemble et les inégalités de droite ensemble :
n-m-1<0 A 0<n-m+l<=n-m<1 A -l<n-m<=n-me]-1;1] .
Or, (n—m) € Z et donc :
n-meZnl]-L;1[<=n-me{0}<=n=m.
Alors, on a nécessairement n = m. La partie enticre, si elle existe (et elle existe) est unique.

* Preuve de 'unicité par la fagon rapide

Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe deux entiers relatifs n et m distincts tels que n < m
(sans pertes de généralité). Alors, puisque n et m sont deux entiers relatifs, nous avons n+ 1 < m et
donc x <n+1<m<x, ce qui est absurde.

» Preuve de l’existence par la premiére propriété fondamentale (de ’ordre) dans Z

Nous savons que toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand élément. Le but va étre
de fournir un entier qui encadrera correctement notre réel x. Soit z € R, nous allons nous intéresser
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a la partie gauche de 'inégalité que 1’on souhaite obtenir en définissant un ensemble A, de la fagon
suivante :

Ay ={neZ|n<x} .

Puisque R est archimédien, il existe un 7 € Z tel que 72 > |x| <= 7 > x > -7 . Ainsi, nous avons —n € Z
tel que —f < x (car l'inégalité stricte implique l'inégalité large), donc —7i € A, (notre ensemble A, est
donc une partie de Z non vide). Enfin, nous avons notre « € R qui majore A,, ainsi, 4, admet un plus
grand élément que I'on notera n,,4,. Nous avons donc nyey < T €t Nupae +1 € Z. Sauf que nppq +1 ¢ Ag
par définition de Mgz Ainsi, = (Npaz + 1 < ) <= Nz +1 > 2. Dot finalement 'existence d’un entier
relatif (ici npq,) qui fournit encadrement désiré.

» Preuve de l’existence par la seconde propriété fondamentale (de ’ordre) dans Z

Nous savons que toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément. Le but va étre
de fournir un entier qui encadrera correctement notre réel x. Soit z € R, nous allons nous intéresser
a la partie droite de 'inégalité que I'on souhaite obtenir en définissant un ensemble A, de la fagon
suivante :

Ay ={neZ|xz<n} .

Puisque R est archimédien, il existe un 7 € Z tel que 7 > |z| < A > = > —A . Ainsi, nous avons
n € Z tel que = < n, donc n € A, (notre ensemble A, est donc une partie de Z non vide). Enfin,
nous avons notre £ € R qui minore A, ainsi, A, admet un plus petit élément que 'on notera n,,;,.
Nous avons donc = < Nmin €t Npmin — 1 € Z. Sauf que 1, — 1 ¢ A, par définition de n.,,;,. Ainsi,
= (& < Nppin — 1) <= & > nypin — 1. D’ou finalement Pexistence d’un entier relatif (ici ny,:y,) qui fournit
I’encadrement désiré. Dans ce cas il suffit de poser m := n,,;, — 1 pour obtenir les deux inégalités.

» Preuve de l’existence par la premiére propriété fondamentale (de ’ordre) dans N

Nous savons que toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément. Le but va étre
de fournir un entier qui encadrera correctement notre réel z. Soit x € R,, nous allons nous intéresser
a la partie gauche de 'inégalité que 'on souhaite obtenir en définissant un ensemble A4, de la fagon
suivante :

Ay ={neN|n<z} .

Une question légitime est de se demander pourquoi on prend un z dans l’ensemble des réels positifs
R, et non dans I’ensemble des réels R tout court. La raison étant qu’il faut faire cette distinction car
si par exemple z = -2, alors il n’existe aucun entier naturel n tel que n < -2 (donc notre ensemble A,
est vide, ne permettant pas d’utiliser la propriété fondamentale de N).

Pour revenir & la preuve, nous avons 0 < z, donc 0 € A, donc notre ensemble A, n’est pas vide. Enfin,
nous avons notre x € R, qui majore A, ainsi, A, admet un plus grand élément que 1’on notera n,,q,-
Nous avons donc Nmez < T et Npmar + 1 € N. Sauf que nynee + 1 ¢ A, par définition de n,,q.. Ainsi,
= (Mmaz + 1 £ ) <= Nypge +1 > x. D’on finalement Pexistence d’un entier relatif (ici n,q.) qui fournit
I’encadrement désiré pour un réel positif ou nul x.

Soit un x € R*, étant donné que R est archimédien, il existe un entier naturel 7 tel que n > -z <—
fi+ 2 > 0. Ainsi, nous avons (7 — z) € R,, nous pouvons utiliser ce que nous avons démontré précédem-
ment pour un réel positif ou nul, de sorte qu’il existe un (unique) m e N tel que m<fi+x<m+1 <
m-n<x<m-n+1, ce qui fournit 'encadrement désiré.

» Preuve de l’existence par la seconde propriété fondamentale (de ’ordre) dans N

Nous savons que toute partie non vide de N admet un plus petit élément. Le but va étre de fournir
un entier qui encadrera correctement notre réel x. Soit x € R,, nous allons nous intéresser a la partie
droite de 'inégalité que ’on souhaite obtenir en définissant un ensemble A, de la fagon suivante :

Ay ={neN|x<n} .

Une question légitime est de se demander pourquoi on prend un x dans I’ensemble des réels positifs
R, et non dans I’ensemble des réels R tout court. La raison étant qu’il faut faire cette distinction car
si par exemple x = —11, alors A, = N et on aura le plus petit élément qui sera n,,;, = 0 et I’élément
Nmin — 1 = =1 qui n’encadrent pas x.

Pour revenir a la preuve, nous avons 0 < z < n, donc 0 € A,, donc notre ensemble A, n’est pas vide (il est
immeédiat que c’est une partie de N). Ainsi, A, admet un plus petit élément que ’on notera n,,;,. Nous
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avons donc & < Nupin €t Nypin — 1 ¢ A, par définition de ng,ip,. Ainsi, = (2 < Nypin — 1) <= & > nypan — L
D’ou finalement I'existence d’un entier relatif qui fournit I’encadrement désiré pour un réel positif ou
nul x.

Soit un x € R*, étant donné que R est archimédien, il existe un entier naturel n tel que n > —xr <
7o+ 2 > 0. Ainsi, nous avons (7 — x) € R, nous pouvons utiliser ce que nous avons démontré précédem-
ment pour un réel positif ou nul, de sorte qu'il existe un (unique) me N tel que m<n+z<m+1 <
m-n<x<m-n+1, ce qui fournit ’encadrement désiré.
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6.13 Exercice 13

6.13.1 Enoncé

Montrer que la fonction x —> || est croissante sur R.

6.13.2 Solution

Pour résoudre cet exercice, il suffit de revenir a la définition de la partie entiére qui est la suivante :

VazeR, |[z]<z<|z]+1.
Montrer la croissance de la fonction partie entiére revient & montrer que :

V(z,y) eR? <y = |z|<|y] .
Soit (z,y) € R?, nous avons :
lz] <oz <y<|y|+1=|z|<|y]+1.

On sait que |z] et |y| + 1 sont des entiers relatifs, ainsi :

lz] <lyl+1=lz]<|y] .

On a bien montré la croissance (qui n’est pas stricte) de la fonction partie entiére sur R.
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6.14 Exercice 14

6.14.1 Enoncé

Etant donné deux réels z et y, a-t-on toujours |z +y| = [z]|+|y]|?

6.14.2 Solution

Nous pouvons exhiber un contre-exemple en prenant x =1,5et y=1,5:

|1,5+1,5]=[3]=3%2=1+1=|1,5]+|1,5] .
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6.15 Exercice 15

6.15.1 Enoncé
Montrer que : V z € R, [z]=-|-z] .

6.15.2 Solution
Il faut revenir a la définition de la partie entiére qui est :
VazeR, |[z]<z<|z]+1.
Soit x € R, alors, nous avons pour —x € R :
|-z|<-z<|-z]+l=|-2]<-2 A —z<|-2]+1

— —|-z|>2z A x>-|-z]|-1l=—-|-2|]-1<z<-|-z].

Onan:=—|-z|eZ et donc :
n-1l<x<n.

Il s’agit bien de la définition de la partie entiére par excés.
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6.16 Exercice 16

6.16.1 Enoncé

Montrer la propriété d’Archiméde multiplicative sur R.

6.16.2 Solution
La propriété d’Archiméde multiplicative sur R s’énonce de la maniére suivante :
Va>1, VyeR, 3neN, 2" >y .
Posons r:=x -1 >0 car > 1. Nous allons utiliser le bindéme de Newton sur = de la fagon suivante :
Vao>1, 2"=1+r)" = Z (n)ln’krk = (n)ln’oro + (n)lnflrl + Z (n)lnfkrk
oo \k 0 1 = \k
n! nlr n

n_ [T n (k& : : N\ n-k k
v 1 = 1 = 1
e h (o)+(1)r+k§(/@) " 0!(n—0)!+1!(n—1)!+,§2(l€) g

n
n\ e
—=Vz>1, 2"= 1+nr+2( )1” krks e
k=2

2o(n

Nous pouvons minorer car les termes 1 et Z ( )ln’krk sont positifs. Etant donné que R est archimé-
k=2

dien, il existe pour n’importe quel y € R, un entier n € N de sorte que pour notre quantité r € R} on a

nr > y. Par transitivité de 'inégalité, on a le résultat désiré.
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6.17 Exercice 17

6.17.1 Enoncé

Montrer que I’ensemble A défini par :

A= {;L’E[O;l] |3k [0:2"], 2= 25”}

est dense dans [0;1].

6.17.2 Solution

Pour montrer que A est dense dans le compact [0;1], il faut pour tout couple (a,b) dans [0;1]> tel
que a < b avoir l'existence d’'un = appartenant a A de sorte a avoir a < < b. Une premiére chose
intéressante a faire et & vérifier étant de savoir si A n’est pas vide. On voit de maniére assez immédiate

0 . . . . .
que 0= — ¢ A avec n € N. Ensuite, on a n dans la définition de A qui est un entier naturel, car si

c’était un entier relatif, on pourrait avoir un nombre plus grand que 1. On sent bien que la fagon de
montrer & I'aide de la partie entiére par défaut, que ’ensemble des rationnels est dense dans I’ensemble
des réels va pouvoir probablement nous aider. On va trés certainement expliciter ’entier £ mais nous
allons nous intéresser au dénominateur 2". L’idée est de trouver dans un premier temps un nombre
compris entre a et b de fagon stricte. Une fagon de procéder consiste a ce dire que ’on pourrait ajouter
& a une quantité strictement positive qui dépendra du choix de la valeur de n € N. On pourrait chercher
un n € N de sorte & avoir :

1
a<a+—<b.
271,

1
On se rend compte que quelque soit la valeur de n dans N, on aura toujours a < a + o La question

1
légitime est plutot de savoir s’il existe un n € N de sorte a avoir a + 5 < b. On comprend intuitivement

qu’il suffit de prendre un n suffisament grand pour étre strictement inférieur a la borne b. La justification
de l'existence d’un tel n € N revient & se demander s’il existe un tel entier de sorte que :

a+i<b<:>i<b—a<:>2"> 1 .
2n 2n b—CL

L’existence d’un tel entier n est assuré par la propriété multiplicative d’Archimeéde sur R (onax:=2> 1

et y:=(b- a)71 € R). Ensuite, on va s’intéresser a trouver un nombre rationnel de la forme P avec
q

(p,q) € Z x N* de sorte & avoir :

p 1 1

a<=+-<a+—<b.

q q 2n
On se doute que le ¢ va correspondre a notre 2", et donc il va s’agir de trouver ce p. Il s’agit de
la partie entiére de 2"a qui est le plus grand élément du sous-ensemble de Z non vide et majoré de
{peZ|p<2"a} (majoré par 2"a et non vide car 0 appartient a cet ensemble). Ainsi, nous avons :
2n 2%a|+1 2n 2m 1
2a) __|2"a] 2] _ 12"

[2"a] <2"a < |2"a] + 1 < .
271/ 27L 277/ 271 27l

On commence a étre correct, reprenons la derniére inégalité :

|2 aJ<a<[2 aJ+i<a+2in<a+(b—a):b<:>“<L2;$

< < <b.

Nous avons 0 <a <b<1, ainsi :
0<[2"%a]<2"a<2" <= 0<[2"%a]<2" <= 0<[2"a)<2" -1 = 1<|2"%a]+1<2".
Ainsi, notre k recherché est bien |2"a| + 1 qui appartient & Uintervalle [1;2"] c [0;2"] . A est dense

dans [0;1].
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