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Chapitre 1

Droite numérique, fonctions a valeurs
réelles

1.1 Exercice 1
Trouver toutes les applications f: R — R telles que :

VazeR, 2f (z)+ f(-x) =32z +2+3 .

1.2 Exercice 2

Trouver toutes les applications f: R* — R telles que :

V xeR", f(x)+3f(%):x2.



Chapitre 2

Calculs algébriques

2.1 Exercice 1

Soit n e N.

1°) Exprimer a l’aide du factorielle de n, notée n!, le produit A, des entiers pairs compris entre 1 et
2n.

2°) On note B, le produit de tous les entiers impairs compris entre 1 et 2n + 1. En multipliant le
numérateur et le dénominateur par A,, montrer que :

B, - (2n+1)!
2nn!

2.2 Exercice 2

Déterminer le plus petit entier n € N* tel que :

;22022.

;ﬂ+\/k+1

2.3 Exercice 3

Calculer :
n k
Y N, S, := _
e ,;) kEt+ k2 +1



Chapitre 3

Nombres complexes

3.1 Exercice 1
3-i

Calculer la partie réelle du nombre complexe A := m

3.2 Exercice 2

i . .
— € R si, et seulement si, |z| = 1.

Soit z € C\ {-i}. Montrer que 1Z

3.3 Exercice 3

cR<«<= zeR.

Soit z € C\ {-1}, montrer que
1+2

3.4 Exercice 4

Montrer que :
Z2+z . Z2-Z | =
,Im(z)=——etz=2.

V zeC, Re(z) = 5
i




Chapitre 4

Raisonnement, opérations sur les
ensembles

4.1 Exercice 1
Soient a < b deux réels. prouver par double inclusion que :

[a,6] = {(1-N)a+\b| Ae[0:1]} .



Chapitre 5

Applications, relations, entiers
naturels

5.1 Exercice 1

Soit une application f: EF — F avec Ac E et B c E, montrer que f (AuB)=f(A)u f(B) .

5.2 Exercice 2

Soit une application f: E — F avec Ac F et B c F, montrer que f(AuB)=f"1(A)uf(B) .

5.3 Exercice 3

1°) Soit une application f: E — F avec Ac E et B c E, montrer que f (AnB)c f(A)n f(B) .
2°) Montrer que f injective = f(AnB)=f(A)n f(B) .

3°) Fournir un contre-exemple qui permet d’illustrer pourquoi il faut avoir une application injective
pour avoir ’égalité.

4

o

Finalement, montrer que f (An B) = f (A)n f(B) = [ injective et conclure.

5.4 Exercice 4

Soit une application f: E — F avec Ac F et B c F, montrer que f"1 (AnB)=f"1(A)nf1(B) .

5.5 Exercice 5

Sur I'ensemble EY, on définit la relation ~ par :
(Un)pen ~ (Wn)pey =3I PeN, YV n2p, up =0y, .

Démontrer que c’est une relation d’équivalence.

5.6 Exercice 6

Soit fe F(E,F) et ge F(F,G). Montrer que :

1°) Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.
2°) Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.
3°) Si f et g sont bijectives, alors go f est bijective.



5.7 Exercice 7

Déterminer les réels « tels que la relation binaire définie par :
V(z,y) eR? zxy=ay+a(z+y)

soit associative.

5.8 Exercice 8

Soit une application f: E — F avec Ac E et B c F, montrer que f (A nft (B)) =f(A)nB.



Chapitre 6

Nombres réels, suites numériques

6.1 Exercice 1

Montrer que la suite réelle (uy),, o se définissant pour tout entier naturel n comme u,, := (-1)" est
divergente (& partir de la définition de divergence).

6.2 Exercice 2

Soit la suite réelle (uy), o tel que V neN*, wu, :=n"1,
1°) Pour ¢ := 1073, trouver un entier N; € N* tel que n > Ny == |u,| < e.

2°) Enfin, démontrer la convergence de la suite (uy, ), vers 0 (en utilisant la définition).

6.3 Exercice 3

Soit (un ),y la suite définie par un w, := , pour tout n € N.

2n2 -1
1°) Trouver N; € N tel que ¥ n > Ny, |u,| <107

2°) Trouver Ny € N tel que V n > Ny, |u,| < e pour € >0 donné.

6.4 Exercice 4

Soit (up ),y une suite convergente a valeurs dans Z. Montrer que cette suite est stationnaire.

6.5 Exercice 5

1°) Si (un ),y €st une suite réelle convergeant vers [ € ]a, b[. Alors, il existe N € N tel que ¥V n> N, u, €

]a, b[.
2°) Si (un),y est une suite réelle convergeant vers [ € R} (ou [ > 0). Alors, il existe N € N tel que
VnxN, u, R} (oul>0).

6.6 Exercice 6

Soient (un ),y €t (vn), oy deux suites réelles convergeant vers 1 € R et Iy € R avec [; < ly. Montrer
qu’a partir d’un certain rang, nous avons u, < v,.

6.7 Exercice 7

Montrer que :

V¥ neZ, {n—1J+ln+2J+ln+4J:n.
2 4 4



6.8 Exercice 8

1 n
Soit la suite réelle (un),qy qui se définit comme V n € N*, u, = — > |kz] avec z € R. Etudier la
’ n* =1

convergence de la suite (uy, ), g+, €t donner sa limite si cette derniére converge.

6.9 Exercice 9

Montrer que R est archimédien.

6.10 Exercice 10

Montrer que :
VzeR, VaeZ, |[z+a]=|z]+a.

6.11 Exercice 11

2

n
Soit (un ),y une suite réelle définie par u, := ——— pour tout entier naturel n € N*.
n2+n

1°) Montrer que la suite (uy,),, - est croissante.

2°) Calculer la limite de la suite (uy,), oy«

3°) Démontrer a ’aide de la définition d’une suite réelle convergente et de la réponse obtenue a la
deuxiéme question, que la suite (uy), o tend vers la limite [ € R.

6.12 Exercice 12

Montrer I'existence et I'unicité de la partie entiére par défaut.

6.13 Exercice 13

Montrer que la fonction & — |z | est croissante sur R.

6.14 Exercice 14

Etant donné deux réels z et y, a-t-on toujours |z +y| = [z]|+|y]|?

6.15 Exercice 15

Montrer que : V z € R, [z]=-|-z] .

6.16 Exercice 16

Montrer la propriété d’Archiméde multiplicative sur R.

6.17 Exercice 17

Montrer que I’ensemble A défini par :
A= {xe [0;1] | 3 k [0;2"], == 7}

est dense dans [0;1].
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